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Re´sume´ — On s’inte´resse ici a` la simulation de mate´riaux a` l’e´chelle atomistique, a` tempe´rature finie,
dans le cadre de la physique statistique. Les grandeurs pertinentes a` l’e´chelle macroscopique sont alors
des moyennes de certaines quantite´s (les observables) par rapport a` la mesure de Boltzmann (toutes les
configurations microscopiques du syste`me contribuent a` la moyenne macroscopique, mais avec des poids
diffe´rents en fonction de leur e´nergie). Dans ce cadre, nous montrons, en collaboration avec X. Blanc
(CEA), C. Le Bris (ENPC et INRIA) et C. Patz (WIAS), comment obtenir la loi de comportement de
mate´riaux mono-dimensionnels, relation reliant leur e´longation a` la force a` laquelle ils sont soumis, et
parame´tre´e par la tempe´rature.
Mots cle´s — Mode`les re´duits, Science des mate´riaux, Limite thermodynamique, Moyennes canoniques.
1 Introduction
On s’inte´resse ici a` la simulation de mate´riaux a` l’e´chelle atomistique, a` tempe´rature finie, dans le
cadre de la physique statistique. Commenc¸ons par en rappeler le formalisme [3].
On conside`re un syste`me compose´ d’un nombre fini N d’atomes, conside´re´s comme des particules
classiques (non quantiques) ponctuelles, a` la position ui ∈ Rd, 1 ≤ i ≤ N. On se donne une e´nergie
potentielle E(u) = E
(
u1, . . . ,uN
)
, fonction de la position des atomes. Suivant le formalisme de la phy-
sique statistique, on de´finit ensuite les grandeurs macroscopiques comme des moyennes sur toutes les
configurations du syste`me :
〈Φ〉=
Z
ΩN
Φ(u) exp(−βE(u))du
Z
ΩN
exp(−βE(u))du
, (1)
ou` le parame`tre β = 1/(kBT ) est l’inverse de la tempe´rature (kB est la constante de Boltzmann), Ω ⊂ Rd
est le volume accessible au syste`me, et Φ est une observable, qui de´pend de l’e´tat microscopique u =
(u1, . . . ,uN) ∈RdN du syste`me. Remarquons que, lorsque la tempe´rature tend vers 0, β tend vers l’infini,
et les seules configurations importantes dans (1) sont celles qui minimisent l’e´nergie potentielle E . On
est ainsi ramene´ aux mode`les classiques, ou` la configuration d’e´quilibre est celle qui minimise l’e´nergie.
Un exemple d’observable est la pression. A l’e´chelle macroscopique, celle-ci est de´finie par (1), avec
le choix
Φ(u) = ρkBT −
1
d|Ω|
N
∑
i=1
ui ·
∂E
∂ui (u),
ou` ρ est la densite´ de particules. Dans le cas d’un gaz parfait, les particules n’interagissent pas les unes
avec les autres, E ≡ 0, et on retrouve la loi de Mariotte.
On renvoie a` [2] pour la pre´sentation et la comparaison de diffe´rentes me´thodes nume´riques pour le
calcul de (1), qui est une inte´grale en grande dimension.
On s’inte´resse dans la suite a` une chaıˆne d’atomes, avec interactions a` deux voisins. L’e´nergie poten-
tielle a pour expression
E
(
u1, . . . ,uN
)
=
N
∑
i=1
W1
(
ui−ui−1
)
+
N−1
∑
i=1
W2
(
ui+1−ui−1
)
, avec u0 = 0, (2)
1
ou` W1 mode´lise l’interaction a` plus proches voisins, tandis que W2 mode´lise l’interaction a` deux voisins.
Pour simplifier la pre´sentation, on conside`re que les atomes de la chaıˆne sont contraints a` former un
syste`me mono-dimensionnel, i.e. ui ∈R. On suppose que le volume accessible au syste`me est infini (Ω =
R dans (1)), et que W1(r) diverge suffisamment vite vers +∞ quand |r| →∞ pour que
Z
R
exp(−βW1)< ∞
pour tout β> 0 (il est par exemple suffisant que W1(r)∼|r|→∞ |r|α avec α> 1). Dans ce cadre, la moyenne
canonique (1) s’e´crit
〈Φ〉=
Z
RN
Φ(u) exp(−βE(u))du1 . . .duN
Z
RN
exp(−βE(u))du1 . . .duN
. (3)
Remarque 1 Tout ce qui suit peut eˆtre ge´ne´ralise´ sans difficulte´ au cas ou` la position ui des atomes est
dans Rd, d ≥ 1. Notre approche recouvre donc le cas de polyme`res, longues chaıˆnes d’atomes plonge´es
dans l’espace R3. De la meˆme manie`re, il est possible de ge´ne´raliser l’approche a` des syste`mes avec
interactions a` p voisins, p < ∞. A contrario, la ge´ne´ralisation de l’approche a` des syste`mes ou` tous les
atomes interagissent les uns avec les autres est une question ouverte. De meˆme, la conside´ration d’un
re´seau d’atomes dans le plan, plutoˆt que d’une chaine mono-dimensionnelle, pose de se´rieuses difficulte´s.
Notre objectif est double : dans la limite thermodynamique (ou` le nombre d’atomes N dans le syste`me
tend vers l’infini), on souhaite
– calculer la longueur macroscopique du syste`me, lorsqu’on impose une force exte´rieure a` l’extre´mite´
droite de la chaıˆne (sur l’atome a` la position uN), en fonction de la tempe´rature (on rappelle que
l’extre´mite´ gauche est fixe´e, u0 = 0) ; l’approche de´veloppe´e ci-dessous permet en fait de calculer
la moyenne de toute fonction de´pendant de la longueur, et pas simplement la longueur elle-meˆme ;
– calculer la tension dans le syste`me, lorsqu’on prescrit l’e´longation de la chaıˆne en imposant la
position des atomes a` chaque extre´mite´ du syste`me.
Nous montrerons que, dans la limite thermodynamique, les deux relations obtenues (longueur en
fonction de la force impose´e et tension en fonction de l’e´longation impose´e) sont re´ciproques l’une
de l’autre. On peut donc les conside´rer comme la loi de comportement du syste`me. De plus, ces deux
fonctions peuvent eˆtre calcule´es de fac¸on tre`s efficace. Ainsi, le fait de passer a` la limite des grands
syste`mes (N → ∞) rend possible le calcul de quantite´s qui sont inaccessibles lorsque N est grand mais
fini.
On s’inte´resse d’abord au cas d’interactions a` plus proches voisins (cf. la Section 2), pour lequel
la de´marche suivie est pre´sente´e en de´tail. On renvoie a` [1, Section 2.3] pour des re´sultats nume´riques
complets dans ce cas. Le cas d’interactions a` deux voisins est ensuite brie`vement pre´sente´ a` la Section 3.
En utilisant des arguments plus techniques, on obtient des re´sultats similaires. La Section 3.2 rassemble
quelques re´sultats nume´riques, qui illustrent l’efficacite´ de l’approche.
2 Le cas d’interactions a` plus proches voisins
2.1 Longueur macroscopique a` force impose´e
On suppose ici que l’e´nergie interne du syste`me est donne´e par (2), avec W2 ≡ 0. On soumet l’atome
a` l’extre´mite´ droite du syste`me a` une force exte´rieure f , tandis que l’atome a` l’extre´mite´ gauche est fixe´ :
u0 = 0. L’e´nergie du syste`me, somme de l’e´nergie interne et de l’e´nergie d’interaction avec la force,
s’e´crit
E f
(
u1, . . . ,uN
)
=
N
∑
i=1
W1
(
ui−ui−1
)
− f uN , u0 = 0.
On souhaite calculer la moyenne canonique associe´e a` l’e´nergie E f , pour une observable Φ ne de´pendant
que de la longueur macroscopique du syste`me, soit uN − u0 = uN . La longueur e´tant une quantite´ ex-
tensive, on s’attend a` ce que la longueur moyenne du syste`me diverge quand on passe a` la limite ther-
modynamique. La quantite´ d’inte´reˆt n’est donc pas la longueur uN − u0, mais la longueur normalise´e
2
N−1(uN −u0). On introduit donc la moyenne canonique
〈A〉 fN := Z
−1
Z
RN
A
(
uN
N
)
exp
(
−βE f (u1, . . . ,uN))du1 . . . duN , (4)
avec Z =
Z
RN
exp
(
−βE f
(
u1, . . . ,uN
))
du1 . . . duN . Ceci correspond bien a` l’expression (3) avec l’obser-
vable Φ(u1, . . . ,uN) = A
(
uN
N
)
pour une fonction A : R→ R quelconque. Dans la suite, on s’inte´resse a`
la limite de 〈A〉 fN , quand N → ∞.
Remarque 2 Dans (4), on conside`re que chaque position atomique ui peut varier dans R tout entier. On
ne contraint donc pas les variables a` ve´rifier ui−1 ≤ ui, ce qui prendrait en compte le fait que les atomes
plus proches voisins demeurent plus proches voisins. Toutefois, on peut facilement prendre en compte
cette contrainte. Il suffit de remplacer le potentiel W1 par W c1 , de´fini par
W c1 (y) = W1(y) quand y ≥ 0, W c1 (y) = +∞ sinon.
Suivant [1], on remarque alors, en notant W˜ f1 (x) = W1(x)− f x, que
〈A〉 fN = Z
−1
Z
RN
A
(
uN
N
)
exp
(
−β
N
∑
i=1
W˜ f1
(
ui−ui−1
))
du1 . . . duN
= Z−1
Z
RN
A
(
1
N
N
∑
i=1
yi
)
exp
(
−β
N
∑
i=1
W˜ f1
(
yi
))
dy1 . . . dyN ,
ou` on a utilise´ le changement de variables yi = ui−ui−1 et note´ Z =
Z
RN
exp
(
−β
N
∑
i=1
W˜ f1
(
yi
))
dy1 . . . dyN .
Conside´rons maintenant une suite
{
Y i
}N
i=1 de variables ale´atoires, inde´pendantes et identiquement dis-
tribue´es suivant la densite´
ρ(y) = z−1 exp
(
−βW˜ f1 (y)
)
dy, avec z =
Z
R
exp
(
−βW˜ f1 (y)
)
dy. (5)
On observe que
〈A〉 fN = E
[
A
(
1
N
N
∑
i=1
Y i
)]
.
La loi des grands nombres permet d’affirmer que la variable ale´atoire 1
N
N
∑
i=1
Y i converge, quand N → ∞,
vers un nombre de´terministe, qui est la moyenne des Y i,
y⋆( f ) = E(Y 1) = z−1
Z
R
y exp
(
−βW˜ f1 (y)
)
dy =
Z
R
y exp(−β [W1(y)− f y])dyZ
R
exp(−β [W1(y)− f y])dy
. (6)
On peut ainsi montrer (cf. [1, The´ore`me 1] pour les de´tails, ainsi que [4, Lemme 1]) que, pour toute force
f , et toute observable A assez re´gulie`re,
lim
N→∞
〈A〉 fN = A(y
⋆( f )).
Dans le cas d’inte´reˆt particulier ici, qui est le calcul de la longueur du syste`me, on choisit A(x) = x.
Ainsi, ℓN( f ) := 〈A〉 fN repre´sente la longueur (normalise´e) moyenne du syste`me pour une force impose´e
f . On a donc obtenu l’expression de la longueur macroscopique en fonction de la force impose´e :
lim
N→∞
ℓN( f ) = y⋆( f ), avec y⋆( f ) de´fini par (6). (7)
Pour cette observable tre`s particulie`re, on a en fait que ℓN( f ) = y⋆( f ) pour tout N. Le re´sultat ge´ne´ral
pre´ce´dent (pour une fonction A quelconque) permet par exemple de calculer les fluctuations statistiques
de la longueur moyenne autour sa valeur limite.
3
2.2 Calcul de la tension, a` e´longation fixe´e
Dans la section pre´ce´dente, nous avons impose´ une force sur le syste`me, et calcule´ la longueur
moyenne. On impose maintenant la longueur du syste`me, en fixant u0 = 0 et uN = Nx (cf. Fig. 1). A
nouveau, l’extensivite´ de la longueur implique de choisir uN proportionnel au nombre d’atomes N dans
le syste`me.
0
Nx
N
FIG. 1 – Chaıˆne mono-dimensionnelle comportant 1 + N atomes, dont on a fixe´ la longueur a` la valeur
Nx.
On cherche maintenant a` calculer la tension dans la chaıˆne, de´finie comme la force (moyenne´e dans
l’ensemble canonique) entre les deux derniers atomes, aux positions uN−1 et uN = Nx :
TN(x) =
Z
RN−1
W ′1
(
Nx−uN−1
)
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)) du1 . . .duN−1
Z
RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)) du1 . . .duN−1 , (8)
ou` l’e´nergie E est donne´e par (2) avec W2 ≡ 0. Comme toutes les liaisons atomiques jouent le meˆme roˆle,
on a, par syme´trie,
TN(x) =
Z
RN−1
W ′1
(
ui−ui−1
)
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)) du1 . . .duN−1
Z
RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)) du1 . . .duN−1 ,
pour tout 1 ≤ i ≤ N−1. La force entre les atomes N et N−1 est ainsi e´gale a` la force entre tout couple
d’atomes conse´cutifs dans la chaıˆne.
Notre objectif est de calculer la limite quand N → ∞ de TN(x). On remarque que, d’apre`s (8), on a
TN(x) = F ′N(x), ou`
FN(x) =−
1
βN ln
[Z
RN−1
exp
(
−βE(u1, . . . ,uN−1,Nx)) du1 . . .duN−1] .
Par de´finition, FN est l’e´nergie libre (par degre´ de liberte´ supprime´) du syste`me, associe´e a` la coordonne´e
macroscopique uN/N. En utilisant a` nouveau les variables yi = ui−ui−1, on voit que exp(−βNFN(x))dx
est (a` une constante multiplicative de normalisation pre`s) la densite´ de probabilite´ de la variable ale´atoire
1
N
N
∑
i=1
Y i, lorsque
{
Y i
}N
i=1 est une suite de variables ale´atoires inde´pendantes et identiquement distribue´es
suivant la densite´ (5).
Le comportement de FN , lorsque N → ∞, est donne´ par des re´sultats classiques en probabilite´ (prin-
cipe des grandes de´viations pour des variables i.i.d.). On renvoie a` [1] pour plus de de´tails. On retient ici
simplement que, sous des hypothe`ses facilement ve´rifie´es, on a, pour presque tout x ∈ R,
lim
N→+∞
(
FN(x)+
1
β ln
z
N
)
= F∞(x) (9)
avec
F∞(x) :=
1
β supξ∈R
(
ξx− ln
[
z−1
Z
R
exp(ξy−βW1(y))dy
])
et z =
Z
R
exp(−βW1(y))dy. De plus, lorsqu’on fixe l’e´longation macroscopique a` x, la force TN(x) dans
le syste`me converge :
TN(x) = F ′N(x) converge (en un certain sens) vers F ′∞(x). (10)
4
2.3 Bilan
On a identifie´ ci-dessus la longueur macroscopique a` force f impose´e, qui est y⋆( f ) (cf. la rela-
tion (7)), ainsi que la tension dans la chaıˆne, a` e´longation impose´e, qui est, dans la limite macroscopique,
F ′
∞
(x) (cf. la relation (10)). Comme ceci est de´montre´ dans [4, Section 2.1.3], on a
y⋆(F ′
∞
(x)) = x et F ′
∞
(y⋆( f )) = f .
Ainsi, les fonctions f 7→ y⋆( f ) et x 7→ F ′
∞
(x) sont re´ciproques l’une de l’autre. Imposer une force f et
calculer la longueur moyenne est ainsi e´quivalent a` imposer une longueur et calculer une tension, dans la
limite thermodynamique N → ∞. Ces relations peuvent eˆtre interpre´te´es comme la loi de comportement
du syste`me.
L’approche propose´e ci-dessus est aussi tre`s efficace sur le plan computationnel. La longueur moyenne
du syste`me ℓN( f ) est de´finie comme une moyenne canonique sur un syste`me a` N atomes. Il en est de
meˆme de la quantite´ F ′N(x) = TN(x), donne´e par la moyenne canonique (8). Le calcul de ces quantite´s
devient de plus en plus couˆteux lorsque N augmente, puisqu’il faut conside´rer un syste`me de taille de
plus en plus grande, et donc calculer des inte´grales en dimension de plus en plus grande. En suivant la
strate´gie propose´e ci-dessus, le calcul de la limite, quand N → ∞, de la longueur ℓN( f ) et de la tension
F ′N(x) = TN(x) est au contraire facile. On a en effet (cf. la relation (7)) que
lim
N→∞
ℓN( f ) = y⋆( f ),
ou` y⋆( f ) est de´fini par l’inte´grale mono-dimensionnelle (6), facile a` calculer. De meˆme, on a (cf. la
relation (9))
lim
N→+∞
(
FN(x)+
1
β ln
z
N
)
= F∞(x),
ou` F∞(x) est de´finie comme la transforme´e de Legrendre d’une fonction en pratique calculable. Il suffit
donc de re´soudre un proble`me d’optimisation en dimension un pour calculer F∞(x).
Ainsi, du point de vue de la pratique, le calcul de y⋆( f ) et de F∞(x) ne pose pas de difficulte´s parti-
culie`res. On renvoie a` [1, Section 2.3] pour des re´sultats nume´riques complets.
3 Interactions a` deux voisins
On revient maintenant au cas ou` l’e´nergie interne du syste`me est donne´e par (2). Le traitement de
ce cas fait appel a` des outils mathe´matiques beaucoup plus complexes. Les variables ale´atoires qui ap-
paraissent forment une chaıˆne de Markov, alors qu’elles sont inde´pendantes dans le cas d’interactions a`
plus proches voisins. Ne´anmoins, en utilisant des outils similaires (loi des grands nombres et principe de
grandes de´viations), on aboutit aux re´sultats suivants.
3.1 Re´sultats the´oriques
Supposons, comme dans la Section 2.1, qu’on impose une force f sur l’atome a` l’extre´mite´ droite, et
qu’on cherche a` calculer la longueur moyenne du syste`me,
ℓN( f ) =
〈
uN
N
〉 f
N
,
ou` 〈·〉
f
N est la moyenne canonique selon la mesure associe´e a`
E f
(
u1, . . . ,uN
)
=
N
∑
i=1
W1
(
ui−ui−1
)
+
N−1
∑
i=1
W2
(
ui+1−ui−1
)
− f uN , u0 = 0.
On introduit a` nouveau W˜ f1 (x) = W1(x)− f x. On montre alors (cf. [1, The´ore`me 3] et [4, Lemme 3]) que
lim
N→∞
ℓN( f ) = y⋆( f ), (11)
5
avec
y⋆( f ) =
Z
R
y ψ2f (y)dy,
ou` ψ f est la solution du proble`me variationnel
max
ψ∈L2(R)
{Z
R2
ψ(x) ψ(y) K f (x,y) dxdy;
Z
R
ψ2(y)dy = 1
}
, (12)
avec
K f (x,y) := exp
[
−βW2(x+ y)− β2W˜
f
1 (x)−
β
2
W˜ f1 (y)
]
.
Comme dans le cas d’interactions a` plus proches voisins, le calcul de y⋆( f ) est facile. Il ne fait apparaıˆtre
que des inte´grales en dimension un, et la re´solution du proble`me d’optimisation (12) sur des fonctions
scalaires d’une seule variable.
De meˆme que dans le cas d’interactions a` plus proches voisins, le re´sultat (11) peut eˆtre ge´ne´ralise´ a`
la moyenne de toute observable A ne de´pendant que de uN/N :
lim
N→∞
〈A〉 fN = A(y
⋆( f )).
De la meˆme manie`re (on renvoie a` [4, Section 2.2.2] pour les de´tails), on peut identifier la limite,
quand N → ∞, de la force moyenne dans le syste`me, quand on impose l’e´longation en fixant la position
des atomes aux deux extre´mite´s (ce qui correspond au cas e´tudie´ dans la Section 2.2). La` encore, on
obtient des expressions dont la mise en oeuvre nume´rique ne pose pas de proble`me.
Comme dans le cas d’interactions a` plus proches voisins (cf. la Section 2.3), on peut montrer que les
deux relations obtenues (longueur en fonction de la force impose´e et tension en fonction de l’e´longation
impose´e) sont re´ciproques l’une de l’autre, et peuvent ainsi eˆtre conside´re´es comme la loi de comporte-
ment du syste`me, a` tempe´rature fixe´e (on renvoie a` [4, Section 2.2.3]).
3.2 Tests nume´riques
Suivant [1], on choisit les potentiels
W1(x) =
1
2
(x−1)4 +
1
2
x2 et W2(x) =
1
4
(x−2.1)4.
D’autres choix sont bien suˆr possibles, comme W1 ≡ W2, ou W2(x) = W1(x/2) (ce qui assure que les
distances d’e´quilibre de W1 et W2 sont compatibles). Ici, nous avons choisi W2 de telle fac¸on a` ce que les
moyennes canoniques calcule´es de´pendent significativement de la tempe´rature.
On s’inte´resse d’abord a` la moyenne 〈A〉 fN d’une observable ne de´pendant que de uN/N en fonction
de la tempe´rature, pour N grand, dans le cas d’une force impose´e nulle : f = 0 (on renvoie a` [1, Section
3.1.3] pour une e´tude nume´rique plus comple`te). Les re´sultats sont donne´s sur la Figure 2. On observe
un excellent accord entre la valeur de re´fe´rence, 〈A〉 fN , et sa limite asymptotique A(y⋆( f )), et ce pour tout
l’intervalle de tempe´rature.
On compare F ′N(x) et son approximation F ′∞(x), pour N = 100 et 1/β = 1, sur la Figure 3. On constate
que F ′
∞
(x) est une excellente approximation de F ′N(x), pour toutes les e´longations x conside´re´es.
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FIG. 2 – Valeur de re´fe´rence 〈A(uN/N)〉 fN (Exact) et limite asymptotique A(y⋆( f )) (Mode`le re´duit) en
fonction de la tempe´rature 1/β (N = 100, A(x) = exp(x), f = 0). Figure extraite de [1, Fig. 14].
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FIG. 3 – Force dans la chaıˆne F ′N(x) (valeur de re´fe´rence) et F ′∞(x) (limite asymptotique) en fonction de
l’e´longation x, a` la tempe´rature 1/β = 1, pour N = 100. A l’e´chelle de la figure, F ′N(x) et F ′∞(x) sont
superpose´es. Figure extraite de [4, Fig. 4].
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